Utamki sg jak zapach w autobusie w deszczowy wieczor: niby wszystko da sie przezy¢, ale nagle masz wrazenie, ze
to zadanie jest skierowane witasnie do ciebie. Licznik, mianownik, ,weZcie zamien na wspolny mianownik”, a w
twojej gtowie wiruje satatka z mysli: co jest na gorze, co na dole, i czemu nagle mam tez wrazenie, ze matematyka

mnie testuje na cierpliwos¢?

Dobra wiadomos¢: utamki da sie zrozumie¢ bez magicznych zakle¢ i bez poczucia, ze ktos w klasie schowat klucz
do szuflady z napisem ,logika”. Potrzebujesz tylko jednego: prostego modelu w gtowie, ktéry bedzie dziatat takze

wtedy, gdy emocje rosna szybciej niz polecenie w zeszycie.

Ponizej ztoze ci to w catos¢, tak jak ja bym uktadat puzzle z brakujgcg potowa obrazka, ale z tym mitym uczuciem,

ze jednak da sie dojs¢ do sensu.

Najpierw: utamek to nie ,, dwa liczby”, tylko decyzja

Najczestsza blokada jest taka: widzisz zapis ( \frac34 ) i mydlisz: ,Okay, trzy i cztery. Tylko co ja mam z nimi
zrobi¢?". Taki sposéb myslenia zawsze konczy sie walkg o procedury, a procedury sg jak kruchy makaron, tatwo je

ztamad.
Utamek to decyzja o tym, jak dzielisz catosc.

Wez okno. Catos¢ to dlaczego nie rozumiem matematyki cate okno. Jesli ,dzielisz na 4 réwne czesci”, to kazda
czesc¢ jest 1/4 catosci. Potem licznik méwi ci, ile takich czesci bierzesz. Czyli ( \frac34 ) znaczy ,wez trzy czesci z

czterech réwnych”.
To jest proste, ale dziata dopiero wtedy, gdy przestaniesz traktowac utamek jak symbol, a zaczniesz jak instrukcje.

| tu wchodzi wazny detal: mianownik mowi, na ile dzielisz, licznik mdwi, co wybierasz. Gdy w $rodku gtowy

wszystko sie miesza, wrd¢ do tego podziatu z catg pewnoscia: mianownik jest od rozbioru, licznik jest od wyboru.

PRZEZ DZIEWIECSET PIEC
DZIESIAT

Dlaczego mianownik tak denerwuje (i jak to obejsc)

Wielu osobom mianownik kojarzy sie z czyms, co trzeba ,przeczyta¢ na site”, a to zabija zrozumienie. A

mianownik nie jest po to, zeby przeszkadza¢, tylko po to, zeby ustali¢ jednostke.
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Wyobraz sobie, ze masz pizze. Jesli dzielisz ja na 8 kawatkéw, to 1 kawatek ma inng wielkos¢ niz 1 kawatek pizzy
dzielonej na 6. To nie jest filozofia, to fizyka kuchni. Mianownik méwi ci, jaka wielkos¢ ma ,jeden kawatek” w

twoim zapisie.

To dlatego poréwnywanie utamkoéw wymaga czasem wspdlnej podstawy: nie mozesz poréwnywaé ,kawatkéw o
roznych rozmiarach” bez przeliczenia, inaczej to jak ocenianie wzrostu ludzi bez tego, czy mierza sie w butach czy

boso.

Utamki jako liczby na osi, nie jako zadania w zeszycie

Kiedy ktos mowi ,to utamek”, czesto mysli: ,to fragment czegos”. | to prawda, ale brakuje jednego kroku: utamek

tez jest liczba, tylko zapisang w konkretnej postaci.

Jesli narysujesz o$ liczbowa od 0 do 1, to 1/2 jest doktadnie w potowie, 1/4 jest w ¢wiartce, 3/4 jest trzy ¢wiartki

dalej. | nagle widzisz, ze utamki to nie tylko ,kawatek tekstu do obliczenia”, ale punkty, ktére mozna poréwnac.

Pamietam moment, kiedy wreszcie zrozumiatem, ze 2/3 jest wieksze niz 1/2. Zwykte poréwnanie ,z pamieci” nie

dziatato, bo mi sie mieszato. A kiedy spojrzatem na ,ile to jest z catosci”, przestato to by¢ zgadywaniem.

Najprostszy trik: porownuj utamki, myslac o tym, czy licznik przekracza potowe mianownika, czy nie. Dziata to

Swietnie dla utamkéw bliskich 0 lub 1, a takze jako szybka orientacja w gtowie.

Jak zamienia¢ utamki na inne postacie, zeby przestaty cie gryz¢

Jest jedna operacja, ktorg utamki znosza szczegdlnie dobrze: mnozenie licznika i mianownika przez te sama
liczbe. To jakbys$ zmieniat rozmiar siatki, na ktorej rysujesz, ale punkt w rzeczywistosci zostaje w tym samym

miejscu.

Na przyktad ( \frac12 ) to to samo co ( \frac24 ), bo bierzesz potowe catosci, tylko teraz catos¢ ma wiecej,

mniejszych kawatkéw.
Ta idea jest wazniejsza niz sama technika, bo dzigki niej rozumiesz, co sie dzieje.

Czesto pojawia sie tez skracanie utamkdw. Skracac znaczy: dzieli¢ licznik i mianownik przez te sama liczbe, ktérej

,da sie uzy¢” bez zmiany wartosci utamka.
Jesli ( \frac68 ), to obie liczby dzielg sie przez 2, wiec dostajesz ( \frac34 ). | teraz ten zapis moéwi to samo co

wczesniej, tylko czytelniej.

Kiedy skracanie naprawde pomaga?

Tu uwaga z praktyki: czasem skracanie jest jak sprzatanie biurka przed sprawdzianem. W teorii nie zmienia

Swiatopogladu, ale w trakcie rozwigzywania oszczedza ci nerwy.

Jesli w zadaniu musisz potem mnozy¢ lub dzieli¢ utamki, prostsze postacie zazwyczaj wyjda szybciej. Zdarza sie,

ze utamek wyglada ,nie do ruszenia”, a po skréceniu nagle zaczyna uktadac sie jak klocki LEGO.

Dodawanie i odejmowanie: wspolny mianownik jako ttumacz

Wspélny mianownik to ten element, ktdérego ludzie albo sie boja, albo nienawidza z czystej estetyki. Bo brzmi jak

procedura, a procedury bywaja bez sensu, dopdki nie rozumiesz, po co istnieja.



Wspolny mianownik jest jak wspolny jezyk ttumacza na spotkaniu. Jesli masz utamki wyrazone jako ,kawatki” o
roznych rozmiarach, nie mozesz je po prostu ztozy¢, bo doktadnie nie wiesz, czy kazdy ,kawatek” oznacza to

samo.

Przyktad: (\frac12 + \frac14 ). Potéwki i ¢wiartki to rozne ,jednostki”. Zeby doda¢, trzeba przeliczy¢ je na te sama
jednostke, czyli na ¢wiartki.

(\frac12 = \frac24 ), wiec dostajesz ( \frac24 + \frac14 = \frac34 ).

Jesli w gtowie miesza ci sie, ktorg liczbe gdzie, wré¢ do sensu: przelicz, aby kazdy utamek mowit o tym samym

typie kawatka, dopiero wtedy licznik mozesz sktadac.
| tu mam maty, praktyczny ,bezpiecznik”, ktéry polecam zapamietac nie jako formutke, ale jako rytuat.

1. Najpierw patrzysz na mianowniki i decydujesz, na co je zamienic.
2. Potem przeliczasz licznik zgodnie z tym przeliczeniem.

3. Dopiero na koncu dodajesz lub odejmujesz liczniki.
Ten kolejny krok jest kluczowy, bo jesli licznik dodasz wczesniej, to liczysz na skroty, ale na skroty do ztych
wynikow.
Jedna rzecz, ktora warto miec z glowy

Nie musisz zawsze liczy¢ ,na pate”. W wielu sytuacjach wystarczy, ze znajdziesz najmniejsza wspolna

wielokrotno$¢ mianownikéw, szczegdlnie gdy oba sa mate.

Jezeli mianowniki sg np. 6 i 8, wspdlny mianownik musi by¢ wielokrotnoscia 6 i 8 jednoczesnie. Najmniejsza taka

liczba to 24. | wtedy oba utamki da sie wygodnie przeliczyc.

Mnozenie utamkow: dlaczego to jest tatwiejsze, niz wyglada

Mnozenie utamkow zwykle jest Izejsze niz dodawanie, bo nie wymaga wspdlnego mianownika. | to nie przypadek:

mnozenie utamkoéw ma swoja logike.
(\fracab \cdot \fraccd = \fraca \cdot cb \cdot d ).
Ale zamiast traktowac to jako regutke, potraktuj to jako ,dwie warstwy wyboru”.

Jesli (\frac23 ) oznacza, ze bierzemy 2 z 3 czesci, a potem jeszcze bierzemy ( \frac35 ) z tego fragmentu, to

konczysz z odpowiednio mniejszym ,podzbiorem” catosci.
W praktyce, w zadaniach czesto pojawia sie tez intuicja: mnozenie utamkdéw daje utamek z utamka. A to jest

doktadnie to, co widzisz, gdy bierzesz kawatek kawatka.

Mata uwaga na marginesie, czyli putapka skracania ,.za wczesnie”

Zwykle warto skracaé przed mnozeniem, bo liczby robig sie mniejsze. Ale nie réb tego w sposéb chaotyczny, tylko

Swiadomie: skracasz licznik z mianownikiem w iloczynie, a nie losowo w catym wyrazeniu.

Najwazniejsze: skracanie nie zmienia wartosci utamka, ale zmienia wygode rachunkéw. To ma ci utatwiac, a nie

robi¢ z ciebie alchemika, ktory ksigzka jak sie nauczyc matematyki z przyktadami bawi sie symbolami bez planu.

Dzielenie utamkow: , przez utamek” brzmi jak ztosliwos¢, ale ma sens
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Dzielenie utamkéw wprowadza zamieszanie, bo pojawia sie odwrdcenie drugiego utamka. | ludzie czesto

zapamietuja to jako zaklecie: ,odwrd¢ i pomnéz”.
Mozesz jednak rozumied to prosciej.

Dzielenie przez utamek jest jak pytanie: ,ile razy miesci mi sie ta czes¢ w catosci?”. Jesli dzielisz przez (\frac12 ), to

pytasz: ile potdwek miesci sie w czyms? Odpowiedz bedzie wieksza, bo potowa jest mata.

"

Formalnie: [ \fracab : \fraccd = \fracab \cdot \fracdc ] Czyli odwracamy drugi utamek, bo dzielenie przez ,czes¢’

zamienia sie w mnozenie przez liczbe, ktéra moéwi ,ile tych czesci”.

To jest ta sama idea, tylko ubrana w regute.

Porownywanie utamkow: kiedy ,,na oko” zawodzi

.Na oko" dziata swietnie, dopdki nie trafisz na sytuacje, gdzie oba utamki sg blisko siebie. Na przyktad 5/12 i 7/20

wygladaja jak ,mniej wiecej to samo”, a jednak wynik potrafi zaskoczyc.
Masz kilka sposobdéw poréwnywania, ale nie wszystkie sa réwnie przyjazne.

Najbardziej niezawodna metoda to sprowadzenie do wspdlnego mianownika, a potem porownanie licznikow.

Tylko znowu, wspdlny mianownik jest wtedy jak ttumacz, ktéry rozwigzuje réznice w jezyku.

Jednoczesnie bywa szybsza opcja: porownywanie utamka z 1/2 lub z 1. Jesli jeden utamek ma licznik wiekszy od

potowy mianownika, to jest wiekszy niz 1/2. To daje ci szybkie rozpoznanie w gtowie.

Pewna osoba w mojej dawnej klasie miata patent: zanim cokolwiek liczyta, sprawdzata, czy utamek jest ,ponizej
potki” czy ,powyzej pdtki”. Nie gwarantowato to automatycznie petnego wyniku, ale oszczedzato czas i

redukowato panike.

Utamki w praktyce: gdzie pojawiaja sie w zyciu, nie tylko w zadaniach
Utamki sa wszedzie, tylko mdzg nie zawsze rejestruje, ze to utamki.

Gdy mowisz ,przepuszcze ci 20% znizki”, to masz utamek procentowy. Gdy dzielisz budzet, kalkulujesz koszt na
osobe. Gdy méwisz ,zostato mi jeszcze kwadrans z trzydziestu minut”, to znéw rozmiar czasu jest utamkiem

catosci.

| teraz wazne: zrozumienie utamkow w realnym swiecie czesto przychodzi szybciej niz w szkolnym. Nie dlatego, ze
szkota jest zta, tylko dlatego, ze w zyciu jest presja i sens. W zadaniu na kartkdwce nie ma kontekstu, wiec tatwiej

o btad w interpretacji.

Najprosciej wytapac to na przyktadzie kuchni. Przepis mowi ,3/4 szklanki cukru”, a ty masz kubek 200 ml. Jesli 1

szklanka to 200 ml, to 3/4 to 150 ml. | juz masz liczbe, nie tylko zapis.

Widzisz? Wtedy mianownik nagle przestaje by¢ wrogiem.

Kiedy utamki robia sie jeszcze trudniejsze: liczby mieszane i
udziwnienia

W pewnym momencie pojawia sie zapis typu 1 2/3. Liczba mieszana to sposdb na zapis wiekszy niz 1, gdzie

zostaje ci reszta utamkowa.



1 2/3 oznacza 1 catosé i jeszcze 2/3 catosci. Mozesz to zamieni¢ na utamek niewfasciwy: [ 1 \frac23 = \frac1 \cdot

3 + 23 =\frac53 ] To jest kolejna sytuacja, gdzie warto rozumiec sens: ,ile catych” plus ,ile czesci”.

Jesli czujesz, ze masz batagan w gtowie, liczby mieszane potrafia go pogtebi¢, bo mieszaja interpretacje: raz

,catos¢”, raz ,utamek”.

Tutaj najlepszy jest prosty ruch: zamien na utamek niewtasciwy, jesli robisz obliczenia z utamkami. Zwykle

kalkulacje sa wtedy bardziej przewidywalne.

Skroty myslowe, ktore pomagaja przetrwac sprawdziany
Ponizej nie bedzie kolejnej magicznej techniki, tylko kilka zasad, ktore z doswiadczenia dziataja, gdy czas goni.

Pierwsza: jesli widzisz dodawanie i odejmowanie, niemal zawsze sprawdz, czy mianowniki sg takie same. Jedli nie

sg, to przelicz. Nie dlatego, ze tak ,trzeba”, tylko dlatego, ze inaczej liczysz kawatki o réznych rozmiarach.

Druga: jesli widzisz mnozenie i dzielenie, nie panikuj na widok mianownikéw. Mnozenie ma swojg elegancje.

Dzielenie ma swoj trik, ale tatwo go oswoic, jesli rozumiesz sens ,ile razy sie miesci”.

Trzecia: jesli masz zapis typu ( \fracab ), zadaj sobie pytanie, co jest ,jedna jednostka” w twoim modelu. Jednostka

jest wielko$¢ wyznaczona przez mianownik.

Tylko tyle. A to czesto wystarcza, zeby przestac robi¢ btedy na autopilocie.

Mini-checklista, gdy wszystko sie sypie (i glowa chce uciec)

® Ustalam, co jest mianownikiem: na ile dziele catos¢

® Ustalam, co jest licznikiem: ile biore z tych czesci

® Sprawdzam, czy operacja to dodawanie, odejmowanie, mnozenie czy dzielenie
* Dla dodawania i odejmowania przeliczam do wspélnego mianownika

® Dla dzielenia przez utamek odwracam i mnoze, ale tylko w sensownym uktadzie

To jest lista ratunkowa, nie deklaracja filozoficzna. Gdy zrobisz jg raz Swiadomie, potem robi sie w gtowie

automatycznie.

Bledy, ktore najczesciej psuja utamki (i jak je wytapac zanim
wybuchniesz)

Najbardziej irytujgce btedy to te, ktére wygladaja jak drobiazgi, a jednak zmieniaja wynik o cate niebo.

Btad pierwszy: dodajesz liczniki, ale wczesniej nie przeliczasz na wspolny mianownik. To tak, jakby dolicza¢ do

siebie liczbe jabtek i liczbe pomaranczy, a potem udawac, ze to jedno i to samo.

Btad drugi: pomylisz, co sie dzieje z mianownikiem przy mnozeniu i dzieleniu. Zwykle ludzie nie myla mnozenia,
tylko dzielenie, bo tam wchodzi odwrocenie. Jesli czujesz, ze tam ,dzwigasz”, to zréb krok wstecz i sprawdz sens:

dzielenie ma odpowiedz wieksza, gdy dzielisz przez utamek mniejszy od 1.

Btad trzeci: skracasz przypadkowo, bez sprawdzenia, czy skracasz rzeczywiscie licznik z mianownikiem w utamku

lub w iloczynie zgodnie z reguta. Skracanie dziata, ale wymaga czytelnosci.

Btad czwarty: sprowadzasz do wspdlnego mianownika, ale bierzesz zty ,wspdlny”. To jest szczegdlnie czeste, gdy

mianowniki maja wieksze liczby, a ty dziatasz szybko, bo sie spieszysz. Najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ to



zwykle bezpieczna odpowiedz, jesli mianowniki nie sa zbyt wielkie.

Dwa przyktady, ktore pokazuja réznice w rozumieniu

Wezmy (\frac23 ) i (\frac12 ). Jesli dodasz je bez wspdlnego mianownika, dostaniesz co$ w stylu ( \frac35 ), co

brzmi elegancko, ale jest btedne, bo to nie wynika z sensu kawatkow.

Jesli natomiast przeliczysz do wspdlnego mianownika, czyli do 6, to ( \frac23 = \frac46 ) i ( \frac12 = \frac36 ).
Teraz dodajesz liczniki: ( \frac46 + \frac36 = \frac76 ). | dopiero teraz widzisz, ze wynik jest wiekszy od 1, wiec

dobrze tez pasuje interpretacja ,11i 1/6".

To jest klucz: sens wyniku tez ma znaczenie. Jesli wyszedt utamek, ktory wyglada jak cos, czego nie potrafisz sobie

wyobrazi¢, to zwykle wkradt sie btad.

Jak utozy¢ wiasny ,,model” utamkow, zeby gtowa przestata mieszac
Kazdy ma swoj styl rozumienia, ale model zwykle ma trzy warstwy.

Pierwsza warstwa to interpretacja fizyczna: dzielisz cato$¢ na rowne czesci, licznik mowi ile, mianownik jak czesto

pojawia sie ,1 czesc".

Druga warstwa to zapis i przeksztatcenia: skracanie, rozszerzanie, zamiana liczby mieszanej na utamek

niewtasciwy.

Trzecia warstwa to operacje: co sie dzieje przy dodawaniu, mnozeniu i dzieleniu, oraz jak rozpoznaé btedny krok
po tym, co znaczy wynik.

Jesli utkniesz, wrd¢ do pierwszej warstwy. To jak cofniecie sie o krok w labiryncie, zeby zrozumieé, po ktérej

stronie $ciany jestes.

Pamietam, ze kiedys probowatem nauczy¢ sie utamkoéw ,przez regutki”. Uczytem sie w nocy, z dobra ming, a rano

nie mogtem tego odzyskac. Za kazdym razem, gdy pojawiat sie nietypowy zapis, reguiki sie rozjezdzaty.

Dopiero gdy zaczatem rysowac sobie proste obrazki: prostokat podzielony na réwne czesci, potem liczy¢, ile
biore, wszystko zaczeto sie klei¢. Nie dlatego, ze rysowanie rozwigzuje zadania, tylko dlatego, ze rysunek

wymusza sens.

Utamki a stres: jak nie pozwoli¢ im rzadzi¢ twoja koncentracja
Stres jest jak wiatr w kabinie samolotu. Nie zmienia fizyki, ale utrudnia sterowanie.

Jesli podczas zadan na utamkach czujesz przyspieszone tetno, sprébuj podejs¢ do tego jak do pracy recznej.

Najpierw krétka pauza na rozpoznanie typu zadania, potem dopiero obliczenia.

W praktyce wyglada to tak, ze zanim cokolwiek policzysz, przez sekunde odpowiadasz sobie na pytanie: czy tu

dodaje kawatki, czy mnoze kawatki. To jeden wybor, ktory zmniejsza ryzyko pomytki o cate rozumienie.

| brzmi banalnie, ale banalne rzeczy czesto dziatajg, bo odcinajg najgorszy btad: dziatanie bez sensu.

Kiedy warto odpuscic¢ tempo, a kiedy przyspieszac

Jest roznica miedzy ,brakiem zrozumienia” a ,brakiem stabilnosci w rachunkach”.



Jesli nie wiesz, co znaczy zapis utamka, to przyspieszanie tylko pogorszy sprawe. Najpierw sens. Potem dopiero

technika.

Jesdli sens rozumiesz, ale gubisz znaki, skracasz zle lub mylisz liczniki, to problem jest w rachunkach i organizacji
pracy. Wtedy przyspieszanie moze poméc, ale tylko wtedy, gdy masz stabilny proces. Na przyktad: najpierw

wspolny mianownik, potem dopiero liczniki. Nie odwrotnie.

Prosty test: jesli w tym samym typie zadan raz wychodzi ci dobrze, a raz Zle, najczesciej to nie jest temat, tylko

organizacja.

Krétka rozmowa z twoja gltowa, czyli jak ja przeprosic za chaos

Powiedzmy wprost: jesli mieszaja ci sie utamki, to nie znaczy, ze jeste$ ,zty z matematyki”. To zwykle znaczy, ze

probowates tapac sens za pomoca samego zapisu, a zapis jest tylko opakowaniem.

Utamek jest opowiescig o podziale. Gdy to przyjmiesz, matematyka nie bedzie ci sie $nita jako potwor z klasowki,

tylko jako narzedzie.

| wtedy zaczynasz zauwazad rzeczy, ktore wczesniej umykaty. Na przyktad ze (\frac34 ) jest jak trzy ¢wiartki drogi.
Ze (\frac56 ) prawie konczy cato$¢. Ze przy mnozeniu utamkéw dostajesz ,mniej”, bo bierzesz kawatek z kawatka.

Ze przy dzieleniu przez utamek dostajesz ,wiecej”, bo pytasz, ile razy mniejsza cze$¢ moze sie zmiescic.

To sg punkty zaczepienia. Z nimi w gtowie robi sie ciszej.

Jesli masz ochote, zréb to na spokojnie: twoja pierwsza wlasna mapa
utamkow

Nie musisz od razu przerabiac dziesigtek zadan. Zréb jedna rzecz, ktora porzadkuje:

Wez jeden prostokat, podziel go na 4 rowne czesci i pomaluj 1 czes¢, potem 2, potem 3. Zobacz, co to znaczy dla
1/4, 2/4 i 3/4. Potem podziel drugi prostokat na 8 czesci i wro¢ do 2/4 jako 4/8. Zobacz, ze to ta sama ilos¢, tylko
inna siatka.

To jest najtansza terapia przeciwko chaosowi w utamkach. Kosztuje mniej niz gumka do mazania, a dziata jak

przewodnik.

A potem, gdy przyjdzie zadanie, twoja gtowa nie bedzie zgadywac. Bedzie odtwarzac ten prosty model. | wtedy

utamki przestaja mieszac ci sie w gtowie, bo ty w koncu zaczynasz nimi zarzadzad.



